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Foreword 

 
Piano playing generally is characterized by a constant intermeshing of three of the five human senses: 
hearing, feeling and seeing. The sensory perception of the keyboard is at the same time an immediate 
experience of its topography. The systematic investigation of this bichromal surface structure is, in the 
broadest sense, the main subject of this book. It resembles a music-theoretical cartography based on 
symmetrical laws. Hereby especially the construction of scales is examined, above all their topographic 
representation on the keyboard. 
In addition to numerous application examples, there are three original compositions for solo piano to be 
found at the end of the book. The extensive listing of scales that precedes them may have a structuring 
effect on further activities with composition, improvisation and analysis. At first glance, topographically 
influenced pianism may remain largely hidden from the audience: the sensory experience of the 
performers, however, allows the listener to experience a music that is deeply pianistic and therefore is in 
harmony with the instrument through which it speaks. 
 
 
 
Victor Alcántara 
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Phenomena of topography 
 
The present shape of the keyboard is the result of centuries of structural adaptation, inter alia, to 
innovations with respect to music theory as well as to tuning systems of Western music. The sequence 
of the (black and white) keys is based on chromaticism: Nearest keys are arranged in semitone spacing. 
With regard to the surface design, there are 5 black keys and 7 white keys per octave – a 
topographical asymmetry that is a matter of course for pianists. The unbalanced ratio of black and 
white keys leads to ambivalences and has a noticeable effect e.g. on fingering as well as the 
transposition of musical structures. If, for example, only white keys are used, it can occur that certain 
topographical shapes are identical although they have a different interval structure. This is the case, for 
example, with a G major triad, an A minor triad and Bo triad in root position. Accordingly, congruent 
topographical shapes may have different musical outcomes. 

 
It is less obvious that this haptic mix-up also applies to certain combinations of white and black keys 
(or vice versa). Although the fingerings of the following chords are almost identical – the black key is 
not aligned exactly in the middle between the two white keys in chord 1 (Bm) and 3 (Bb/D) – the type 
of triad is completely different. In playing the chords as indicated below, it may be observed that the 
topographical shape of each chord is broadening minimally.1  
 

 
The cause of the aforementioned phenomenon is shown in the following figure. Only the black G# key 
is aligned exactly between the two white G and A keys. The remaining black keys have a minimum left 
or right offset (indicated by arrows). 

 
 
With respect to the pianist's haptical sensations, there may occur the following ambiguities: By the 
exclusive use of white keys, the minor seconds E/F and B/C may be mistaken for major seconds; the 
minor thirds D/F, E/G, A/C and Bb/D may be mistaken for major thirds; the tritone F/B may be be 
mistaken for fourths. This applies correspondingly to all their intervallic complements.  
In combining white and black keys, the major thirds D/F#, E/G#, A/C# and B/D# may be mistaken 
for the perfect fourth F/Bb; the major thirds Ab/C, Db/F, Eb/G and Bb/D may be mistaken for the 
perfect fourth F#/B. This also applies to all their intervallic complements.  
This topographical ambiguity is analyzed regarding the main intervals as follows: all types of intervals –
with exception of the perfect unison2 – may be built by pairs of white keys; the same applies to pairs of 
black keys, which additionally exclude semitones and tritones. Combinations of white and black keys may 
build all types of intervals except perfect unisons and octaves.  
                              
1 If chords, intervals, and scales are notated diastematically (without rhythm), black keys will be represented by black noteheads, 
white keys by white noteheads. 

2 Of course, the idea of playing a perfect unison with two different keys seems strange at first, but: other chordal instruments, 
such as the guitar, can produce the same pitch on different strings. 
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Topographische Phänomene

Die vorherrschende Form der Klaviatur ist Resultat einer Jahrhunderte währenden baulichen Anpassung

u. a. an musiktheoretische Neuerungen und Stimmungssysteme der abendländischen Musik. Ihre

Tastenabfolge richtet sich nach der Chromatik: Nächstliegende Tasten sind im Halbtonabstand

zueinander angeordnet. Hinsichtlich der Oberflächengestaltung finden sich pro Oktave 5 schwarze (=

Obertasten) und 7 weiße Tasten (= Untertasten) – eine topographische Asymmetrie, die für Pianisten

eine alltagsbezogene Selbstverständlichkeit darstellt.

Das unausgewogene Mengenverhältnis an Tastentypen führt zu Ambivalenzen und wirkt sich merklich

u. a. auf die  Fingersatzgestaltung sowie die Transposition musikalischer Strukturen aus. Verwendet

man beispielsweise ausschließlich Untertasten, besteht mehrfach die Möglichkeit, dass bestimmte Griffe

zwar identisch sind, jedoch einen unterschiedlichen Intervallaufbau aufweisen. Dies ist z. B. bei einem

grundstelligen G-Dur-, A-Moll- sowie Bo-Dreiklang der Fall, woraus folgt, dass deckungsgleiche Griffe

musikalisch betrachtet nicht automatisch auch das gleiche hervorbringen.

&

Der Grund für oben benanntes Phänomen erschließt sich mittels nachfolgender Illustration. Einzig die

schwarze Taste gis ist exakt mittig zwischen zwei weißen Tasten angeordnet. Die übrigen schwarzen

Tasten weisen einen mimimalen links- bzw. rechtsseitigen Versatz auf, was im Beispielbild durch Pfeile

angezeigt wird.

Reduziert man die oben beschriebene Mehrdeutigkeit von Griffkombinationen auf die intervallischen

Grundbausteine, ergibt sich folgendes: Untertastenpaare erlauben die Bildung sämtlicher Intervalltypen,

ausgenommen die Prim, Obertastenpaare schließen außerdem Halbtonschritte sowie Tritoni aus.

Kombinationen von Unter- und Obertaste bzw. Ober- und Untertaste erlauben bis auf Prim und Oktav

die Bildung sämtlicher Intervalltypen. Die Ausführung einer Prim mittels zweier Tasten erscheint zwar

auf den ersten Blick abwegig, jedoch bieten andere Akkordinstrumente, wie z. B. die Gitarre, die

Möglichkeit, den gleichen Ton auf verschiedenen Saiten zu erzeugen. 

In Bezug auf die Haptik treten folgende Ambivalenzen auf: Bei ausschließlicher Verwendung von

Untertasten erlauben die Halbtonschritte e/f und h/c eine Verwechslung mit Ganztonschritten, die

kleinen Terzen d/f, e/g, a/c und h/d eine Verwechslung mit großen Terzen und der Tritonus f/h

eine Verwechslung mit Quarten. Dies gilt entsprechend für ihre intervallischen  ̇Komplementäre. 

Bei Kombination von Unter- mit Obertasten bzw. Ober- mit Untertasten erlauben die großen Terzen

d/fis, e/gis, a/cis und h/dis eine Verwechslung mit der Quart f/b, die großen Terzen as/c, des/f,

es/g und b/d mit der Quart fis/h. Dies gilt ebenfalls für ihre intervallischen Komplementäre.

Weniger offensichtlich ist, dass diese haptische Verwechslungsmöglichkeit auch bestimmte

Kombinationen von weißen mit schwarzen Tasten (bzw. umgekehrt) betrifft. Obwohl die Griffbilder

nachfolgender Akkorde nahezu identisch sind – die schwarze Taste liegt bei Akkord 1 und 3 nicht

exakt mittig zwischen zwei weißen Tasten – ist der jeweilige Dreiklangstyp ein gänzlich anderer. Spielt

man die Akkorde wie in unten angegebener Reihenfolge, bemerkt man, dass sich die Griffe pro

Akkordwechsel minimal weiten. Werden, wie nachfolgend, Akkorde, Intervalle, Skalen diastematisch

dargestellt, stehen schwarze Notenköpfe für Obertasten, weiße Notenköpfe für Untertasten. 
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The topography of the keyboard as starting point of composing 
   
Compositions that have a strong reference to the topography of the keyboard can be found in different 
styles of music history. A well-known example is Frédéric Chopin's (1810–1849) Etude Op. 10, no. 5 
(composed in 1830, published in 1833): black keys are used in the right hand only. As follows, the first 
3 bars of his composition. 
 

 
 
Leopold Godowsky (1870–1938) repeatedly edited the aforementioned piece in his Studies on Chopin's 
Études (composed 1894–1914). As to be seen from the opening bars of his 2nd variation (key: C major), 
the original assignments are interchanged: The left hand exclusively plays on white keys while the right 
hand uses white and black keys. In addition, the upper voice of Chopin's original is transferred to the 
lower voice. 
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Die Topographie der Tasten als Ausgangspunkt der Komposition

Topographisch geleitete Klavierkompositionen lassen sich zu unterschiedlichen Zeitpunkten der

Musikgeschichte nachweisen. Als eines der bekanntesten Beispiele kann Frédéric Chopins (1810–1849)

Etüde Op. 10, Nr. 5 gelten (komponiert 1830, veröffentlicht 1833), in der rechtshändig ausschließlich

schwarze Obertasten zu spielen sind. Nachfolgend ein Ausschnitt der ersten 3 Takte der Komposition.
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Leopold Godowsky (1870–1938) bearbeitete vorgenanntes Stück mehrfach in seinen „Studies on Chopin's

Études“ (ca. 1894-1914). Wie aus den Anfangstakten seiner unten angeführten 2. Variante (Tonart: C-Dur)

hervorgeht, sind die ursprünglichen Rollenzuteilungen vertauscht: Die linke Hand spielt ausschließlich auf

den weißen Untertasten, während die rechten Hand weiße Unter- wie schwarze Obertasten führt. Zudem

ist die Oberstimme von Chopins Vorlage in die Unterstimme transferiert.
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Die Topographie der Tasten als Ausgangspunkt der Komposition

Topographisch geleitete Klavierkompositionen lassen sich zu unterschiedlichen Zeitpunkten der

Musikgeschichte nachweisen. Als eines der bekanntesten Beispiele kann Frédéric Chopins (1810–1849)

Etüde Op. 10, Nr. 5 gelten (komponiert 1830, veröffentlicht 1833), in der rechtshändig ausschließlich

schwarze Obertasten zu spielen sind. Nachfolgend ein Ausschnitt der ersten 3 Takte der Komposition.
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Leopold Godowsky (1870–1938) bearbeitete vorgenanntes Stück mehrfach in seinen „Studies on Chopin's

Études“ (ca. 1894-1914). Wie aus den Anfangstakten seiner unten angeführten 2. Variante (Tonart: C-Dur)

hervorgeht, sind die ursprünglichen Rollenzuteilungen vertauscht: Die linke Hand spielt ausschließlich auf

den weißen Untertasten, während die rechten Hand weiße Unter- wie schwarze Obertasten führt. Zudem

ist die Oberstimme von Chopins Vorlage in die Unterstimme transferiert.
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Topographical inversion in composition and improvisation   
 
Topographical inversion is extremely rare to find in piano compositions, usually occurring only in 
fragments. From bar 20 (third beat) to the end of bar 21 of Study No. 10 (Op. 25) by Frédéric Chopin, 
the right hand consistently uses a white key when the left one uses a black key (or vice versa) – except 
for the last note in the following musical example. To the most part both hands run in chromatical 
contrary motion. 

  
A presumably well-aimed implementation of the phenomenon of topographical inversion can be found in 
piece no. 143 "Divided Arpeggios" (Mikrokosmos, vol. 6, bar 18–23) by Béla Bartók (1881–1945). The 
inversion proceeds mirror-symmetrically and occurs either metrically offset or ambidextrous-synchronously. 
 

 
 
David Rakwoski's (*1958) etude "Narcissitude" is also determined by topographical inversion (David 
Rakowski, 2007, Études, Book 8, Peters, New York, 2007). In jazz, such techniques can also be found, as 
in Eldar Djangirov's improvisation to "Point of view redux" (section 01'31'' to 01'59'' in: Eldar Djangirov, 
2013, Breakthrough, CD, Motema 233714) or in Kevin Hay's improvisation to "The Dervish of Harlem III" 
(section 02'35 to 03'04'' in: Kevin Hays, 2011, Variations, CD, Pirouette, PIT 3059).  However, all in all, 
the systematic use of topographical inversion in composition and improvisation must be described as 
negligible. 
The topographical phenomena discussed so far are based on two forms of symmetry. These will be 
discussed in the following and will be examined section by section in the course of the book under 
various aspects. 
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Die Griffbildinvertierung in der Komposition und Improvisation

Die Griffbildinvertierung bzw. topographische Invertierung von Klaviersätzen findet sich in der

Klavierkomposition äußerst selten, meist tritt sie abschnittsweise auf. Von Takt 20 (Zählzeit 3) bis zum

Ende von Takt 21 der Etüde Nr. 10 (Op. 25) von Frédéric Chopin führt die rechte Hand stets dann

eine weiße Taste, wenn die linke eine schwarze aufweist (bzw. umgekehrt) – ausgenommen des letzten

Tons in nachfolgendem Beispiel. Die Hände verlaufen hierbei mehrheitlich in chromatischer

Gegenbewegung.

?

&

Eine wohl gezielte Umsetzung des Phänomens der Griffbildinvertierung findet sich im Stück Nr. 143

„Geteilte Arpeggien“ (Mikrokosmos, Band 6, Takt 18–23) von Béla Bartók (1881–1945). Die Invertierung

verläuft spiegelsymmetrisch und tritt entweder metrisch-versetzt oder beidhändig-synchron auf.

Andante, 
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Auch David Rakwoskis (*1958) Etüde „Narcissitude“ ist durch topographische Griffbildinvertierung

bestimmt  (David Rakowski, 2007, Études, Book 8, Peters, New York, 2007).

In der Jazzpianistik lassen sich ebenfalls derartig Avancen nachweisen, wie z. B. in Eldar Djangirovs

Improvisation zu „Point of view redux“ (Abschnitt 01'31'' bis 01'59'' in: Eldar Djangirov, 2013,

Breakthrough, CD, Motema 233714) oder in Kevin Hays Improvisation zu „The Dervish of Harlem III”

(Abschnitt 02'35 bis 03'04'' in: Kevin Hays, 2011, Variations, CD, Pirouette, PIT 3059). 

Insgesamt muss jedoch der systematische Einsatz der topographischen Invertierung in Komposition wie

Improvisation als verschwindend gering bezeichnet werden.
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Eine wohl gezielte Umsetzung des Phänomens der Griffbildinvertierung findet sich im Stück Nr. 143

„Geteilte Arpeggien“ (Mikrokosmos, Band 6, Takt 18–23) von Béla Bartók (1881–1945). Die Invertierung
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Auch David Rakwoskis (*1958) Etüde „Narcissitude“ ist durch topographische Griffbildinvertierung

bestimmt  (David Rakowski, 2007, Études, Book 8, Peters, New York, 2007).

In der Jazzpianistik lassen sich ebenfalls derartig Avancen nachweisen, wie z. B. in Eldar Djangirovs

Improvisation zu „Point of view redux“ (Abschnitt 01'31'' bis 01'59'' in: Eldar Djangirov, 2013,

Breakthrough, CD, Motema 233714) oder in Kevin Hays Improvisation zu „The Dervish of Harlem III”

(Abschnitt 02'35 bis 03'04'' in: Kevin Hays, 2011, Variations, CD, Pirouette, PIT 3059). 

Insgesamt muss jedoch der systematische Einsatz der topographischen Invertierung in Komposition wie
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I . The translational symmetry of the keyboard  
 
The keyboard is structured by translational symmetry. This means that the arrangement of the keys is 
repeated periodically every 12 semitones, regardless of which black or white key serves as the starting 
point of the continuous pattern. Translational symmetry is always given when objects remain the same 
as they are shifted. Each of the following arrows marks the range of an octave. The visual pattern 
repeats itself four times within the selected section (between D2 and D6). 
 

 
From a musical point of view, the translational symmetry of the keyboard shown above could be 
realized, for example, by playing with both hands a chromatic scale in parallel motion, whereby the 
fingering of each hand would turn out differently. Translational symmetry is re-examined from a scalar 
perspective in the chapter "Scales" (p. 16). 
 

 
 
 
The parallel motion of the hands usually is trained from the very beginning when learning to play the 
piano. Frédéric Chopin dedicates the entire final movement of his Sonata in Bb minor, op. 35, composed 
in 1839/1840, to this kind of playing. 

 
 
The above fingering was given by the composer – it is apparent, both hands have to use diverging 
sequences of finger combinations in parallel play. This core principle of translational symmetry with 
regard to pianism is a crucial difference to that other form of symmetry that also determines the 
keyboard layout and is the focal point of this book. 
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Die Translationssymmetrie der Klaviatur

Die Klaviatur weist eine translationssymmetrische Anlage auf. Dies meint, dass sich das Tastenbild im

Abstand einer Oktave periodisch wiederholt, wobei es unerheblich ist, welcher Ton bzw. welche Taste

als Ausgangspunkt des sich fortsetzenden Musters dient. Translationssymmetrie liegt dann vor, wenn

Objekte bei Verschiebung gleichbleiben. Nachfolgende Grafik illustriert den sich oktavweise

wiederholenden Ausschnitt zwischen dem kleinen d und dem d3.

Musikalisch betrachtet, lässt sich die oben dargestellte Translationssymmetrie der Klaviatur z. B. in

Form eines oktavierten Parallelspiels einer chromatischen Skala umsetzen, wobei der Fingersatz je

Hand unterschiedlich ausfallen würde. Translationssymmetrie wird im Kapitel „Tonleitern“ aus skalarer

Sicht erneut beleuchtet.
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Das Parallelspiel der Hände gehört zu jenen grundlegenden Bewegungsabläufen die von Anfang an in

der pianistischen Ausbildung trainiert werden. Frédéric Chopin widmet dieser Spielart den gesamten

Schlusssatz seiner in den Jahren 1839/1840 komponierten Sonate in B-Moll, op. 35. Unten stehend

finden sich die ersten drei Anfangstakte des Finales.

Finale.

Presto.
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Oben stehender Fingersatz wurde vom Komponisten festgelegt – wie zu erkennen ist, müssen beide

Hände im Parallelspiel divergierende Abfolgen an Fingerkombinationen verwenden. Dieses mit

pianistischer Translationssymmetrie einhergehende Kernprinzip ist ein entscheidender Unterschied zu

jener weiteren Symmetrieform, die ebenfalls die Klaviatur bestimmt und im Fokus dieses Buchs steht.
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Die Translationssymmetrie der Klaviatur

Die Klaviatur weist eine translationssymmetrische Anlage auf. Dies meint, dass sich das Tastenbild im

Abstand einer Oktave periodisch wiederholt, wobei es unerheblich ist, welcher Ton bzw. welche Taste

als Ausgangspunkt des sich fortsetzenden Musters dient. Translationssymmetrie liegt dann vor, wenn

Objekte bei Verschiebung gleichbleiben. Nachfolgende Grafik illustriert den sich oktavweise

wiederholenden Ausschnitt zwischen dem kleinen d und dem d3.

Musikalisch betrachtet, lässt sich die oben dargestellte Translationssymmetrie der Klaviatur z. B. in

Form eines oktavierten Parallelspiels einer chromatischen Skala umsetzen, wobei der Fingersatz je

Hand unterschiedlich ausfallen würde. Translationssymmetrie wird im Kapitel „Tonleitern“ aus skalarer

Sicht erneut beleuchtet.
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Das Parallelspiel der Hände gehört zu jenen grundlegenden Bewegungsabläufen die von Anfang an in

der pianistischen Ausbildung trainiert werden. Frédéric Chopin widmet dieser Spielart den gesamten

Schlusssatz seiner in den Jahren 1839/1840 komponierten Sonate in B-Moll, op. 35. Unten stehend

finden sich die ersten drei Anfangstakte des Finales.

Finale.

Presto.
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Oben stehender Fingersatz wurde vom Komponisten festgelegt – wie zu erkennen ist, müssen beide

Hände im Parallelspiel divergierende Abfolgen an Fingerkombinationen verwenden. Dieses mit

pianistischer Translationssymmetrie einhergehende Kernprinzip ist ein entscheidender Unterschied zu

jener weiteren Symmetrieform, die ebenfalls die Klaviatur bestimmt und im Fokus dieses Buchs steht.

2 1 2 5 3 1 2 4 5 2 1 2 5

˙ œ#
˙
˙ œ#

˙ œ#
˙ œ#

˙
˙ œ#

˙ ˙ œ#
˙
˙ œ#

˙ œ#
˙ œ#

˙
˙ œ#

˙

˙ œ#
˙
˙ œ#

˙ œ#
˙ œ#

˙
˙ œ#

˙

˙ œ#
˙
˙ œ#

˙ œ#
˙ œ#

˙
˙ œ#

˙

œ
œn

œ

œ

œn

œb
œ

œ

œ

œ

œ

œ œ
œn

œ

œ

œ#

œ
œ

œ

œ

œ

œ

œ

œ
œn

œ

œ

œn

œb
œ

œ

œ

œ

œ

œ œ
œn

œ

œ

œ#

œ
œ

œ

œ

œ

œ

œ

œ
œ

œ

œ

œn

œ
œ

œ

œ
œn

œ

œ
œ

œ

œ
œn

œ

œ

œ

œ
œ

œ

œ

œ

œ
œ

œ

œ

œn

œ
œ

œ

œ
œn

œ

œ
œ

œ

œ
œn

œ

œ

œ

œ
œ

œ

œ

œ

5

© 20
19

 V
ict

or 
Alcá

nta
ra



I I . The mirror symmetry of the keyboard  
 
The layout of the keyboard is mirror-symmetrical with keys D4 and G#4 (or Ab4) acting as topographical 
mirror axes. Aside from translational symmetry, mirror symmetry is another ordering principle of the 
keyboard. By playing a chromatic scale with the initial tone d or g sharp in contrary motion, the same 
sequence of black and white keys results in both hands. 
 

 

 
 

 
 

 
 
The mirror symmetry of the keyboard, in contrast to the translational symmetry also present, is 
consistent with the human physiognomy; it therefore enables identical movements to be performed with 
both hands in terms of gross and fine motor skills. With respect to counterpoint, mirror symmetry is 
represented by contrary motion, the aforementioned translational symmetry by parallel motion, which is 
illustrated by the following comparison. 
 

 
 
The above example shows once again that both identical fingerings and identical keys (black/white) can 
be used in playing mirror-symmetrically. However, in bar 1 it can also be seen that the notes are 
different on both sides, which on the whole may be perceived as sounding dissonant. Before an 
investigation of mirror symmetry with regard to tonal phenomena is made – related questions relating to 
improvisation and composition guide almost the entirety of this book – an investigation of the historical 
occurrence of topographical mirror symmetry in piano didactics is undertaken. 
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Die Spiegelsymmetrie der Klaviatur

Die Klaviatur weist eine spiegelsymmetrische Anlage auf, wobei die Tasten D und Gis (bzw. As) als

topographische Spiegelachsen fungieren. Spiegelsymmetrie ist neben Translationssymmetrie somit ein

weiteres Ordnungsprinzip der Tastaturgliederung. Spielt man eine chromatische Tonleiter mit

Anfangston d bzw. gis in Gegenbewegung, ergibt sich beidhändig dieselbe Abfolge an schwarzen

(Ober-) und weißen (Unter-)Tasten.

Chromatische Tonleiter mit beidhändigem Anfangston d1 in spiegelsymmetrischer Gegenbewegung

?

&

Chromatische Tonleiter mit beidhändigem Anfangston gis1 in spiegelsymmetrischer Gegenbewegung

?

‹

Die Spiegelsymmetrie der Klaviatur steht im Gegensatz zur ebenfalls vorhandenen

Translationssymmetrie in Übereinstimmung mit der menschlichen Physiognomie; sie ermöglicht es

daher in grob- wie feinmotorischer Hinsicht beidhändig identische Bewegungsabläufe zu vollziehen. In

Bezug auf Kontrapunkt wird Spiegelsymmetrie mittels der Gegenbewegung repräsentiert,

Translationssymmetrie mittels der Parallelbewegung, was nachfolgende Gegenüberstellung verdeutlicht.

&

1

Gegenbewegung

2 3 5 4 3 2 1

Parallelbewegung

2 3 5 4 3 2

?

Aus oben stehendem Beispiel geht erneut hervor, dass in der spiegelsymmetrischen Gegenbewegung

sowohl identische Fingersätze als auch identische Tastentypen zur Verwendung kommen können.

Jedoch ist in Takt 1 ebenfalls zu erkennen, dass der Tonvorrat beidseitig unterschiedlich gerät, was

als  dissonierender Klangeindruck empfunden werden kann. 

Bevor Spiegelsymmetrie hinsichtlich tonaler Phänomene untersucht wird – damit einhergehende

Fragestellungen zu Improvisation und Komposition leiten beinahe die Gesamtheit dieses Buchs – erfolgt

eine historische Betrachtung zum Vorhandensein von Spiegelsymmetrie in der Klavierdidaktik.
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Mirror-symmetrical training in piano didactics 
 

The history of topographical mirror symmetry as a means of piano didactics has been relatively 
unexplored so far. Bernhard Ziehn's (1845–1912) System der Übungen (1881, Hamburg: Pohle) is 
considered an extensive work of mirror-symmetrical etudes. His theory of symmetrical inversion, which 
emerged from this, influenced personalities such as Wilhelm Middelschulte (1863–1943) and Ferruccio 
Busoni (1866–1924). Carl Eschmann-Dumur's (1835–1913) Guide de jeune pianiste (1888, Zurich: Hug 
frères) was published 7 years after Ziehn's book and is considered for the first time to be a profound 
examination of mirror-symmetrical fingerings in the study of scales. The following sources are not 
mentioned in the sparse publications on the subject. 
Francesco Pollini (1762–1846), pianist and composer of Italian origin, depicts the mirroring of a 
chromatic scale in his textbook Metodo per il clavicembalo (Giovanni Riccordi, Milan, p. 30) published in 
1811. This was most likely a practice already widespread before the publication of the book. Pollini does 
not comment further on the phenomenon of mirror symmetry in this publication, the first Italian piano 
school. 

 
 
The Austrian pianist and composer Johann Nepomuk Hummel (1778–1837) attracted the attention of his 
contemporaries early on and, as a young eleve, was at times even accepted into the household of 
Wolfgang Amadeus Mozart (1756–1791). It is therefore not odd to assume that Hummel also passed on 
the knowledge of his famous teacher in his very extensive textbook Anweisung zum Piano-Forte-Spiel 
(Tobias Haslinger, Vienna, p. 169), published in 1828. Although it contains a few examples of 
bilateral-symmetrical exercises, there is no explanation regarding the mirror symmetry of the keyboard. 
 
 

 
 
Carl Erik Södlings (1819–1884) Nytt system för piano-undervisning (1860, Stockholm: Beckman) is 
probably the first manual of its time in which the training of the hands is based exclusively on mirror 
symmetry. A letter of recommendation by Sigismund Thalberg (1812–1871) from 1856 printed at the end 
of the booklet suggests that he had already taught according to his system four years before going to 
press. Södling, who worked as a music/sports teacher, folk song researcher and organist in Sweden and 
even taught in Buenos Aires as an exile at times, does not illustrate his system in music notation but 
by note names: The so-called "grundton" D serves as mirror axis of the pitches of the left ("venster") 
and of the right ("höger") hand. 

  
 
Probably the first German-language publication on the methodology and didactics of mirror-symmetrical 
pianism is to be attributed to Carl Dorius Fuchs (1838–1922), a former student of Hans von Bülow 
(1830–1894), friend of Friedrich Nietzsche (1844–1900) and later patron of Hugo Riemann (1849–1919). 
Fuchs's five-part essay published in 1869 „Der Grundsatz der technischen Identität symmetrischer 
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Horizontal mirroring of chords and scales 
 
Since chords and scales belong to the basic elements of music, in the following special features are 
mentioned in relation to their horizontal mirroring. For reasons of clarity, a certain selection of triads 
and commonly used scales is examined. 
 
I . Chords 
 
A fundamental observation in the section "Considerations regarding functional harmony" (p. 10) was that 
the reflection of a major triad results in a minor triad (or vice versa) – the interval structure is reversed. 
This finding is as elementary as it is far-reaching: the overall impression of compositions based on 
thirds changes drastically by mirroring. If, for example, an E major triad (bar 1) is mirrored in root 
position along the axis D4, the result is an F minor triad (bar 2) whereby both hands use the same keys. 
If the chords are played at the same time (bar 3), the resulting sound is dissonant. 
 

 
 
 
Triads whose interval structure is symmetric automatically produce the same structure when mirrored. In 
the following, this is shown by means of a diminished triad, which consists of two minor thirds. When 
mirrored around the axis D4 – the triad again is diminished, but with different root notes. Eo (bar 1) 
becomes F#o (bar 2), combining both chords results in yet another dissonant sound (bar 3). 
 
 
 

 
 
 
Dissonances, however, are not an inevitable consequence of mirroring. A horizontally mirrored E minor 
triad becomes an F major triad, altogether resulting in an Fmaj#11 chord (bar 1); a horizontally mirrored 
D minor triad becomes a G major triad, altogether resulting in G9 (bar 2) 
. 
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Spiegelung von Akkorden

Eine grundlegende Beobachtung lautet dahingehend, dass aus der Spiegelung eines Dur-Dreiklangs ein

Moll-Dreiklang resultiert (bzw. umgekehrt) – das intervallische Gefüge verkehrt sich. Diese Feststellung

ist so elementar wie folgenschwer: Der Gesamteindruck terzbasierter Kompositionen auf Dreiklangsbasis

verändert sich bei Spiegelung drastisch.

Spiegelt man beispielsweise einen rechtshändigen E-Dur-Dreiklang (T. 1) in Grundstellung an der Taste

D, ergibt sich linkshändig ein ebensolch grundstelliger F-Moll-Dreiklang (T. 2), wobei beide Hände

dieselben Tastentypen aufweisen. Bei gleichzeitigem Spiel der Griffe (T. 3) ist ein dissonierender Klang

die Folge.

?

Dreiklänge, deren Intervallaufbau symmetrisch ist, ergeben bei Spiegelung automatisch dieselbe

Struktur. Nachfolgend wird dies anhand eines verminderten Dreiklangs, der zwei kleine Terzen aufweist,

mit Grundton e dargestellt. Bei Spiegelung an der Taste D ergibt sich wiederum ein verminderter

Dreiklang, dieses Mal jedoch mit Grundton fis. Kombiniert man beide Griffe ergibt sich erneut ein

dissonierender Klang.
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∑

&

Dissonante Zusammenklänge sind jedoch keine zwangsläufige Folge von Spiegelungen. Ein abwärts

gespiegelter E-Moll-Dreiklang wird zu einem F-Dur-Dreiklang, zusammengefasst ergibt sich F

maj#11

; ein

abwärtsgespiegelter D-Moll-Dreiklang ergibt G-Dur, zusammengefasst ergibt sich G
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II. Scales  
 
If one mirrors a D major scale on the D4, one gets a Bb major scale: D Ionian becomes D Phrygian. 
The core principle is: 2 # become 2 b, 3 # become 3 b etc., the notes of both scales are not 
identical.   
 

 
 
 
If one mirrors a symmetrical half-tone-whole-tone scale around the D, one automatically gets a 
symmetrical scale again, whereby the interval sequence – counted from the bottom to the top – forms a 
whole-tone-half-tone scale. The notes of both scales are identical in 4 of 8 cases. 
 
 

 
 
However, bitonality is not an inevitable consequence. An Eb minor scale mirrored around the axis D4 
becomes an Eb flat minor scale again. 
 

 
 
The question arises as to what are the mechanisms that determine whether there occurs either 
bitonality or unitonality by mirroring scales. For a better understanding of the music-theoretical 
correlations, the phenomenon "scale" itself is examined first, especially from a symmetrical point of view. 
The subsequent definition of a new term is aiming at the creative use of the knowledge gained. 
  

{

{

{

&

Spiegelung von Skalen

Spiegelt man eine rechtshändige D-Dur-Tonleiter an der Taste D ergibt sich linkshändig eine B-Dur-

Tonleiter; aus dem Modus D-Ionisch wurde der Modus D-Phrygisch. Das Kernprinzip lautet hierbei: Aus

2# werden 2b, aus 3# werden 3b usw., der Tonvorrat beider Skalen ist unterschiedlich.

?

&

Spiegelt man eine symmetrische Halbton-Ganzton-Skala an der Taste D, ergibt sich automatisch

wiederum eine symmetrische Skala, wobei die Intervallfolge – von unten nach oben gezählt – eine

Ganzton-Halbton-Skala bildet. Der Tonvorrat beider Skalen gleicht sich in 4 von 8 Tönen.

?

&

Bitonalität ist jedoch keine zwangsläufige Folge. Eine an der Taste D abwärts gespiegelte Es-Moll-

Tonleiter wird wiederum zu einer Es-Moll-Tonleiter.

?

Es stellt sich die Frage, was die Mechanismen sind, die darüber bestimmen, dass bei Spiegelung von

Skalen entweder Bitonalität oder Unitonalität vorliegt. Zum besseren Verständnis der

musiktheoretischen Zusammehänge wird zunächst das Phänomen „Tonleiter“ (bzw. Skala) an sich

beleuchtet, insbesondere unter symmetrischen Gesichtspunkten. Die sich daran anschließende

Begriffsbestimmung steht vor dem Hintergrund der kreativen Nurzbarmachung der gewonnenen

Erkenntnisse.
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Below are two simple examples of mirror-symmetrical piano playing that could be realized in a jazz trio 
improvisation. Typically, the pianist's left hand plays the corresponding chords, accompanied by a 
walking bassline in the bass and a swing groove in the drums. 
 
Horizontal Mirroring 
 
In the following example bar 3 and 4 is nothing other than a plain horizontal mirroring of the musical 
passage of the first two bars. 

 
 
 
Combination of vertical mirroring with horizontal mirroring 
 
Bar 3 and 4 show a combination of vertical with horizontal mirroring: The first two bars are played 
backwards in the following two bars, whereby the simultaneous horizontal mirroring around the D 
ensures that both hands use the same order of black and white keys. 

 
 
Broken symmetry concerning rhythm 
 
Concerning rhythm, broken symmetry may enrich the previous examples (see square brackets in the 
following example); the result is more variety. 
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Im Folgenden finden sich zwei schlichte Beispiele die im Jazz-Trio-Kontext umgesetzt werden könnten.

Typisch hierfür greift die linke Hand die entsprechenden Akkorde im Tenorregister, während im Bass

beispielsweise durchgängige Viertel (Walkingbass) und im Schlagzeug ein Swing-Groove erklingen würden.

Horizontale Spiegelung

In Takt 3 und 4 findet sich die horizontale Spiegelung des Klaviersatzes der ersten beiden Takte.

∑

?

∑

&

Kombination vertikaler Spiegelung mit horizontaler Spiegelung 

In Takt 3 und 4 findet sich eine Kombination von vertikaler mit horizontaler Spiegelung: Der Klaviersatz

der ersten beiden Takte wird im Krebsgang gespielt, wobei die gleichzeitige vorliegende

Horizontalspiegelung an der Taste D dafür sorgt, dass im Rückwärtsspiel dieselben Tastentypen vorliegen.

∑

?

∑

&

Rhythmischer Symmetriebruch

Durch rhythmischen Symmetriebruch lassen sich vorangegangene Beispiele beleben – es entsteht

Abwechslung.

Rhythmische Variation
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Rhythmische Variation
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Rhythmischer Symmetriebruch
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Horizontal and vertical mirroring combined with topographical inversion 
 
Horizontal and vertical mirroring combined with topographical inversion is a very special approach to 
piano composition. Béla Bartók (1881–1945) made use of this technique in the first 5 bars of his piece 
No. 142, "From the Diary of a Fly" (Mikrokosmos, Vol. 6). The right and left hand continuously play in 
opposite directions, with every second bar corresponding to the preceding bar of the other hand. 
 

 
 
An approach using chords 
 
Using a multi-stage procedure, the following illustrates how an individual compositional implementation of 
the aforementioned aspects may look like. As shown below, the same (intervalllic) combination of 3 
white keys and 1 black key per voicing can be created three times (bar 1–3: Dmaj7(sus2), Gmaj7(sus2), Amaj7(sus2)). 
This applies accordingly to their mirroring (bars 4–6: Ebmaj7add13, Bbmaj7add13, Abmaj7add13) around the D. 
 

 
 
The chords of the first two bars of the above example are now assigned to one hand and played 
simultaneously, which is indicated by boxes; the chord of the third bar, on the other hand, instead is 
played octavated by both hands. The same procedure applies to the mirroring (bars 4–6 of the above 
example) in bar 2. 
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Taktweise gespiegelte Vertauschung bei Griffbildinvertierung im Krebsgang

Die taktweise gespiegelte Vertauschung der Hände bei Invertierung des Griffbilds im Krebsgang ist eine

sehr spezielle Herangehensweise zur Klavierkomposition. Béla Bartók (1881–1945) machte hiervon in den

ersten 5 Takten seines Stücks Nr. 142, „Aus dem Tagebuch einer Fliege“ Gebrauch (Mikrokosmos, Band

6). Rechte und linke Hand spielen gegenläufig, wobei jeder zweite Takt dem vorangegangenen der

anderen Hand entspricht und Zweistimmigkeit vorherrscht.
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Akkordische Herangehensweise

Anhand eines mehrstufigen Verfahren wird nachfolgend illustriert, wie eine kompositorische Umsetzung

erfolgen könnte, die auf der Spiegelung von 3 Akkorden basiert. Wie unten stehend angeführt, findet

sich die pro Griff aus 3 weißen und einer schwarzen Tasten, bestehende Intervallkombination bei

Transposition insgesamt drei Mal (Takt 1-3: D

maj7(sus2),

, G

maj7(sus2)

, A

maj7(sus2)

). Entsprechend gilt dies für die

Spiegelungen (Takt 4–6: Eb

maj7add13

, Bb

maj7add13

, Ab

maj7add13

) an der Taste D.
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Die Akkorde der ersten beiden Takte des obenstehenden Notenbeispiels werden nachfolgend jeweils

einer Hand zugeteilt und hierbei gleichzeitig gegriffen, was anhand der Umrahmungen angezeigt wird,

der Akkord des dritten Takts wird stattdessen beidhändig oktaviert gegriffen. Selbiger Vorgang wird

untenstehend in Takt 2 auf die Spiegelungen (Takt 4–6 des oben angeführten Beispiels) übertragen. 
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Bar 1 first shows a compositional implementation of the first two chords of the previous example; the 
voicings are played rhythmized. In Bar 2 the structure of bar 1 is played backwards respectively 
vertically mirrored. 
 
 

 
 
 
The vertical mirroring, however, could also be combined with topographic mirroring. In the first place the 
chords are listed, i.e. bar 1 is topographically inverted in bar 2, as shown below. 
 

 
 
 
Applying rhythm to the vertical inversion combined with topographic inversion may look as follows. 
 
 

 
 
Finally, the second bar of the previous example is interchanged in the left and right hand. In other 
words: The right hand of the following example plays in measure 2 the vertical mirroring of measure 1 
of the left hand with an additional horizontal mirroring, which is indicated by frames. The left hand 
proceeds analogously, the tonal result is harmonious overall. 
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Takt 1 zeigt zunächst eine kompositorische Umsetzung der ersten zwei Akkorde des vorangegangenen

Beispiels, die Griffe werden hierbei im gebrochenen Spiel rhythmisiert. Takt 2 vollzieht den Krebsgang,

d. h. die Faktur von Takt 1 wird rückwärts gespielt bzw. vertikal gespiegelt.
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Oben stehender Krebsgang, d. h. die vertikale Spiegelung, ließe sich jedoch ebenso anhand der bereits

herausgearbeiteten Griffbildspiegelungen vornehmen. Nachfolgend werden zunächst die Akkordgriffe

angeführt, d. h. Takt 1 wird in Takt 2 gespiegelt.
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Die rhythmisierte Umsetzung des Krebsgangs gerät wie folgt.
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Palindromorphoid scales – broken symmetry 
 
In addition to palindromorphic structures (intervals, chords, scales), there are numerous other 
topographic phenomena that may be described as mirror-like and which in the following are referred to 
as palindromorphoid.  An example of a palindromorphoid scale is G minor (Aeolian): when playing it in 
contrary motion starting from the G, one will always find the same black or white key in both hands at 
the same time, despite the fact that the  interval order differs by a semitone (see boxes) in several 
places when playing up or down. 
 

 
 
Palindromorphoid structures differ from palindromorphic scales in that, when playing in the opposite 
direction, a semitone difference may occur several times, although the order of black and white keys 
and the pitches are identical with both hands. For example a palindromorphoid structure such as an 
E flat major triad can be extracted from the G minor scale, and then played with both hands in 
mirror-like contrary motion. An example of this can be found in bar 7–8 of the 3rd movement of 
Beethoven's sonata "Les Adieux", Op. 81a: The same white or black keys are found in both hands, while 
the intervals sometimes differ by a semitone (bars 3 and 4 in the example below). 

 
The piano work Muzio Clementis (1752–1832) also contains palindromorphoid structures. In piece no. 73 
of his piano textbook "Gradus Ad Parnassum" (composed around 1817–1826) both hands play the same 
types of black and white keys in contrary motion in bars 12–14 (bars 3–5 in the example below). They 
are extracted from an E major scale. In addition, the left hand mirrors the right hand metrically offset, 
which leads to a crab canon. 

 
Examining a scale in Eb major from a topographical point of view, it can be seen that it is mirror-like 
when played in the contrary motion. 
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Palindromorphoide Skalen – Symmetriebruch  

  

Neben palindromorphen Strukturen (Intervalle, Akkorde, Tonleitern) existiert eine Vielzahl weiterer

topographischer Phänomene, die sich als spiegelähnlich beschreiben lassen und im Folgenden

palindromorphoid bezeichnet werden. Ein Beispiel für eine palindromorphoide Skala ist die G-Moll-Tonleiter:

Spielt man sie vom Ton g ausgehend in Gegenbewegung, findet sich in beiden Händen stets derselbe

Tastentyp, obwohl die beidhändige Intervallabfolge beim Auf- bzw. Abwärtsspiel an mehreren Stellen um

einen Halbton (siehe Umrahmung) differiert. 
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Palindromorphoide Strukturen unterscheiden sich von palindromorphen Skalen somit darin, dass im

gegenläufigen Spiel bei beidhändig identischer Abfolge an Tastentypen und identischem Tonvorrat eine

unter Umständen mehrfach auftretende Halbtondifferenz vorliegt. 

Aus der G-Moll-Skala lässt sich als palindromorphoide Struktur z. B. ein Es-Dur-Dreiklang extrahieren und

in beidhändig spiegelähnlicher Gegenbewegung spielen. Ein Anwendungsbeispiel hierfür findet sich in Takt

7–8 im Poco Andante des 3. Satzes von Beethovens Sonate „Les Adieux”, Op. 81a: In beiden Händen

findet sich derselbe Tastentyp, während die Intervalle teilweise um einen Halbton differieren (Takt 3 und

4 im unten stehenden Notenbeispiel). 
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Auch im Klavierwerk Muzio Clementis (1752–1832) finden sich palindromorphoide Strukturen. In Stück Nr.

73 seines Klavierlehrbuchs „Gradus Ad Parnassum” (komponiert ca. 1817–1826) spielen beide Hände in

Takt 12–14 dieselben Tastentypen in Gegenbewegung (Takt 3–5 im Notenbeispiel). Hierbei handelt es sich

um Abschnitte einer E-Dur-Tonleiter. Darüber hinaus spiegelt die linke Hand metrisch versetzt die rechte,

was einen Inversionskanon zur Folge hat. 
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Neben palindromorphen Strukturen (Intervalle, Akkorde, Tonleitern) existiert eine Vielzahl weiterer

topographischer Phänomene, die sich als spiegelähnlich beschreiben lassen und im Folgenden
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Auch im Klavierwerk Muzio Clementis (1752–1832) finden sich palindromorphoide Strukturen. In Stück Nr.

73 seines Klavierlehrbuchs „Gradus Ad Parnassum” (komponiert ca. 1817–1826) spielen beide Hände in

Takt 12–14 dieselben Tastentypen in Gegenbewegung (Takt 3–5 im Notenbeispiel). Hierbei handelt es sich

um Abschnitte einer E-Dur-Tonleiter. Darüber hinaus spiegelt die linke Hand metrisch versetzt die rechte,

was einen Inversionskanon zur Folge hat. 
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Betrachtet man eine Es-Dur-Tonleiter unter topographischen Gesichtspunkten zeigt sich, dass sie im

gegenläufigen Spiel Spiegelähnlichkeit aufweist.
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Jene palindromorphoide Struktur bildet den Ausgangspunkt der Komposition "Inner Shift", in der beide

Hände dieselbe Abfolge an Tastentypen (schwarz/weiß) aufweisen, wobei als Bezugspunkt des

Fingersatzes das beidhändig mit den Daumen gegriffene es

1

 (Takt 2) fungiert. Abseits des per se

vorliegenden intervallischen Symmetriebruchs sind die links- wie rechtshändigen Phrasen rhythmisch

stellenweise um eine Achtel bzw. Viertel zueinander verschoben. Der Rückgriff auf spiegelähnliche

Strukturen vereinfacht es in kompositorischer Hinsicht den tonartlichen Zusammenhang zwischen beiden

Händen zu wahren, falls diese ästhetische Prämisse vorliegen sollte.

.
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Victor Alcántara
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Complements with respect to topographical inversion 
 
The listing of scale combinations that have been presented so far provide an opportunity to analytically 
get to the bottom of the phenomenon of topographically inverted playing. It will be shown that the 
topographical inversion is based on complements of palindromorphic primary scales. In the following 
example, this is shown by means of the 5th mode of G melodic minor – a palindromorphic scale – in 
contrary motion. 
In the 1st staff the 1st bar shows the palindromorphic primary scale of the F axis, the 2nd bar its 
complement marked with frames. In the 2nd staff the 1st bar extracts the framed notes of the 
complement with enharmonic shift of the notes A# to Bb and C to B#. This results in G melodic minor 
in the right hand and C# melodic minor in the left hand. In the  2nd bar, the scales begin with the 
notes D (r. h.) and G# (l. h.), resulting in a mirror-symmetrical interval structure. It can be seen that the 
topographically inverted playing of the palindromorphic scale 2212122 (contrary motion) is related to the 
E/F# axis. 
 
 

 
 
 
Similarly, it can be explained how the topographically inverted complement of a scale can be derived in 
a parallel motion. Below this is shown by using the 5th mode of G melodic minor. In bar 1, the 
palindromorphic primary scales of the C/F#-axis, which are topographically inverted to each other, are 
provided with frames. Bar 2 shows the framed extract of its complements with an enharmonic shift of 
the notes A# to Bb and C to B#. This results in G melodic minor in the right hand, in C# Melodic 
Minor in the left hand. In bar 3, the scales are completed to the octave and begin with the notes D 
and G#. It turns out that the topographically inverted playing of the palindromorphic scale 2212122 
(parallel motion) goes back to the C/F#-axis. 
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Primary scale 11311311 
 
 
Primary scales 11311311 in contrary motion (bar 1–2), combined primary scales 11311311 in parallel 
motion (bar 3), complements 141 in contrary motion (bar 4–5), combined complements 141 in parallel 
motion (bar 6) 
 

 
Subscales of the primary scale 11311311 and its complement 141 
 
Primary scale 11311311 with subscales Range Intervals/Scale No. 

 
             

         0           
     1 0 1       2 1|0|1 1 
  4    0    4    8 44 2 
  3   1 0 1   3    8 3113 3 
 5     0     5   10 55 4 
 1 4    0    4 1   10 1441 5 
 4    1 0 1    4   10 4114 6 
 1 3   1 0 1   3 1   10 131131 7 
6      0      6  10 66 8 
1 5     0     5 1  12 1551 9 
5     1 0 1     5  12 5115 10 
2  4    0    4  2  12 2442 11 
1 1 4    0    4 1 1  12 114411 12 
1 4    1 0 1    4 1  12 141141 13 
2  3   1 0 1   3  2  12 231132 14 
1 1 3   1 0 1   3 1 1  12 11311311 15 
      2        2 2 16 
  3    2    3    8 323 17 
 4     2     4   8 424 18 
 1 3    2    3 1   8 13231 19 
5      2      5  12 525 20 
1 4     2     4 1  12 14241 21 
2  3    2    3  2  12 23232 22 
1 1 3    2    3 1 1  12 1132311 23 
 1     8     1   10 181 24 
      8          25 
2      8      2  12 282 26 
1 1     8     1 1  12 11811 27 
      10        10 10 28 
1      10      1  12 1 10 1 29 
      12        12 12 30 

                 
Complement 141 with subscales Range Intervals/Scale No. 
                 
      4        4 4 1 
  1    4    1    6 141 2 
      6        6 6 3 
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Combined primary scales of the G/A-axis 11311311 with subscales in parallel motion 
 

 
 
 
 
Combined complements of the A#/C-axis 141 with subscales in parallel motion 
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Final remarks    
 
As it was shown, the structural symmetries of the keyboard may be matched with interval-scalar 
symmetries and thus can be experienced pianistically by means of contrary and parallel motion. The 
resulting multitude of palindromorphic scales can be understood on the one hand as a sort of raw 
material for topographically guided improvisation or composition. On the other hand, the recourse to 
palindromorphy in particular allows for the opposite, i.e. the creation of purposeful breaks of symmetry, 
e.g. with regard to counterpoint, tonality and rhythm.  
 
In order to gain a practical insight into the creative work with palindromorphic structures, three 
palindromorphic original compositions are presented below. They are united under the title 
"Three Palindromorphic Pieces for Piano".   
 
No. I is based mainly on Messiaen II, Messiaen III and Dorian.   
No. II makes frequent use of phase-shifting and mirrored repetition.    
No. III is characterized by extended sections of topographically-inverted playing.   
 
The compositions may be performed as single pieces or in the given order. 
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